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Automi a Stati Finit

Dato un alfabeto X, un automa a stati finiti  (FSA) € una quadrupla

M = (Q,9,qo, F)
dove:
e X e l'alfabeto d’ingresso
e () € un insieme finito e non vuoto di stati

e 0 € la funzione di transizione:
0:QxX —Q
Funzione parziale: potrebbe essere indefinita per qualche coppia (¢, x)
e (o € lo stato iniziale

e [ C ( e linsieme degli stati finali o d’accettazione

Si puo ottenere una funzione ¢ totale considerando uno stato ¢’ (pozzo)
dal quale non si raggiungano stati finali



Rappresentazione di FSA

Un automa a stati finiti M = (Q, 6, qo, F') € rappresentabile mediante:

X un grafo detto diagramma di transizione in cui:
e 0Qgni stato ¢ € () € rappresentato da un cerchio con etichetta ¢
e |0 stato iniziale gy ha un arco entrante libero

e perogniqg e Qedogniz e X,seq =d(q,x)
allora esiste un arco da ¢ in ¢’ etichettato con x

O

< una matrice tavola di transizione in cui:

e sulle righe sonoriportatiglistatiq; € Q, i=1,...,m

e sulle colonne i simboli dell'alfabeto di ingresso z; € X, j=1,...

e in ogni casella: qf = 0(qi,x;)
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Linguaggi a Stati Finiti

Dato un automa a stati finiti M = (Q, 6, qo, F)

e si definisce per induzione la funzione
0 : Qx X' —Q

q sew = A
Vwe X* VgeQ: §(q,w) =
(0% (q,w'),x) sew =w'z

La funzione calcola lo stato di arrivo avendo in ingresso uno stato ed
una parola sull'alfabeto X

e Una parola si dice accettata (o riconosciuta) da M se, partendo da ¢
e data la sequenza di ingresso w, M porta ad uno stato ¢ finale

0 (qo,w) =q € F
¢ |l linguaggio accettato (o riconosciuto) da M é dato dall'insieme:
T(M)={we X" |§(q,w) € F}
Due FSA M; e M, si dicono equivalenti quando:

T(My) =T (Ma)

Un linguaggio L su un alfabeto X € un linguaggio a stati finiti  (FSL) sse
esiste un FSA con alfabeto di ingresso X tale che: L = T(M)

Risulta cosi definita la Classe di Linguaggi a Stati Finiti

Lest ={L € p(X7) [ IM L =T (M)}



Chiusura

Proposizione. La classe Lgs, € chiusa rispetto al complemento

Dim. Sia L € Lgg. SU X.
Per definizione: 3M = (Q, 9, qo, F') FSA tale che T'(M) = L.

Considerato L = X*\ Le 'FSA M = (Q,6,q0,Q \ F)
risulta che L = T'(M)

Da dimostrare per induzione sulla lunghezza delle stringhe:

base Siaw = .
Se A ¢ L allora
5*(qo, \) & F per cui
6*(qo, A) € Q \ F e quindi
ANeLNT(M)

passo Supponiamo di avere w € X* tale che |lw| =n € N e che w = w'x
con |z| = 1.
La parola w’ deve essere supposta appartenere a LN7T' (M) per ipotesi
di induzione, avendo lunghezzan — 1
Sia ¢ = 6" (qo, w")



Automi non Deterministici

Un automa a stati finiti non deterministico (NDA)

M = (Q757QO7F)

() € un insieme finito e non vuoto di stati

go € lo stato iniziale
e [ C ( e l'insieme degli stati finali o d’accettazione

e ) e la funzione di transizione

0:QxX — p(Q)

Per ogni stato e simbolo dell’alfabeto X si ha ora un insieme di stati suc-
cessivi possibili in cui transitare.

e Si puo definire anche in questo caso l'estensione di § alle stringhe:
0% p(Q) x X' — p(Q)

sew = \
p € p(Q) Yw € X* 6* (pw) = { © v

qué* (p,v) 0" (Q7 SC) Sew = vx

e Una parola si dice accettata (o riconosciuta) dal NDA M se, partendo
da go con una sequenza di ingresso w, M transita ad uno stato finale
in almeno un cammino

0" ({ao}, w)NF #0
e |l linguaggio accettato (o riconosciuto) da M e dato dall'insieme:
TM) ={w e X™ [ 0"({qo}, w) N F # 0}
Due NDA sono equivalenti se generano lo stesso linguaggio.

Risulta cosi definita la seguente classe di linguaggi:

LNpL = {L € p(X*) ’ dM € NDA L = T(M)}



Esempio

Dato I'NDA ({Sl, So, A}, J, 51, {A})

0 a b

S1 | {A, 52} {51,52}
Sy | {A) g

A | {A, S} {A}

Supponendo di avere la stringa w = aba.

6" ({51}, aba) = qué({Sl},ab) d(q,a)
0" ({51}, ab) = Uy es(s13.0) 0(4'5 1)

0*({S1},a) = Uq e§({S1},\) 6(q",a)

0" ({51}, A) = {51}

0" ({51}, a) = 6({51},a) = {4, S2}

0*({S1},ab) = 0(A,b) Ud(S2,b) ={AUD ={A}
0*({S1},aba) = 6(A,a) = {A,S>} e siccome A € F

0 ({S1},aba) N F ={A} £ 0

Quindi M accetta w



Esempio (continua)

letturadi a ,L{/%\

letturadi b @ non legge tutta la parola

letturadi a
A/ \sz

< Non arriva in uno stato finale



Equivalenza tra FSA e NDA

Teorema. Le classi L5, € LnpL SONO equivalenti.

Dim. Les. C LnpL: My = (Q1,61,¢1, F1) € FSA.

Definiamo 'NDA M> = (Q2, d2, g2, F>) sullo stesso alfabeto di ingresso X,
dove:

o Qo =@

® 02: Q2 x X — p(Q2)
VgeQa=Q1Vx e X 62(q,z) ={01(q,2)}

® g2 =(q1
([ F2:F1

Per induzione sulla lunghezza delle parole che: T'(Ms) = T(M;)



LnoL € Leg: Sia M = (Q,&, qo,F) € NDA

Algoritmo di costruzione dellFSA equivalente M’ = (Q’,d', g}, F'):

1. Q =p(Q)

2. qp ={qo}

3. F'={pCQ|pnF#0}
4.8 Q' x X — Q'

V¢ ={q1,q2,...,q} €Q' Vr € X :
5’((]/,3:) — 5/<{Q17QQ7 .. °7Qk}7x) — U?:l 5(%,:1?) = Uqu/ 5(q, ZL’)

Occorre ora dimostrare che T (M) = T'(M") per induzione sulla lunghezza
della parola w

base |w|=0, w= A\
ANeT(M') = §*(q),\) € F’
6" (g6, A) = 0" ({ao}, A) = {a0} = (g0, A) = 6"(qo, A)
ma {q} € F' = 0*(qo,\) N F # 0 quindi A € T(M)

passo Siaw = va € T(M') cioe 6™ (q,va) N F' # () (1)

Per ipotesi di induzione 6" ({qo},v) = 6*(qo, v) (2)

5" (gh,va) = & ({ao},va) = (5" ({qo},v),0) & 6(6%(q0,v),a) =

Uq/eé*(qo,v) 5((]/7 CL)

Ma, per definizione, 6*(qo, va) = U, c5+(40.0) 6(¢'s @)
Pertanto: 6*(qo,va) = §"*(q(, va)

e quindi, tramite la (1) 6* (g, va) N F # ()



Esercizi

1. Costruire un FSA che accetti questo linguaggio:
L ={w € {a,b}* | w ha un numero pari di a e dispari di b}

2. Costruire un FSA che accetti questo linguaggio:
L=A{we{a,b}* |w# aaaB, a,f € {a,b}"}

3. Trasformare in FSA questo NDA:
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Esercizio 1. Costruire un FSA che accetti questo linguaggio:
L ={w € {a,b}* | w ha un numero pari di a e dispari di b}

Soluzione: Sia M = (Q, 6, qo, F) € FSA

¢ Q — {qo7Q17q27QS} dove
— (o Stato per un numero paridia e di b

— @1 stato per un numero pari di a e dispari di b
— ¢o Stato per un numero dispari di a e pari di b

— g3 Stato per un numero disparidia e di b

e funzione di transizione ¢ definita;

e (o Stato iniziale

o F'={q}




Esercizio 2. Costruire un FSA che accetti questo linguaggio:
L={we{a,b}" | w# aaaf, o, € {a,b}*}
Soluzione: Sia M = (Q, 6, qo, F) € FSA

e @ =1{q0,q1,q2} dove

— qo Stato per parole non contenenti due o piu a¢ consecutive e termi-
nanti con b

— ¢, Stato per parole non contenenti due o piu a consecutive e termi-
nanti con a

— (o Stato pozzo per parole contenenti due o piu a consecutive
e funzione di transizione ¢ definita:

— 0(qo,a) = q1

— 0(go,b) = d(q1,0) = qo

— 0(q1,a) = 6(g2,a) = 2

e (( Stato iniziale

o F={q,q}




Esercizio 3. Trasformare in FSA questo NDA:
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Soluzione: Sia M’ = (Q',¢,q(, F') € FSA
o Ql — {(Da {QO}a {Q1}7 Q}

e {qo} stato iniziale

o I'={{a},Q}

e funzione di transizione ¢ definita;
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Con ¢ stato pozzo aggiunto per definire una funzione di transizione totale
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