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Gerarchia di Chomsky

Sia G = (X, V, S, P) una grammatica. A seconda della forma delle re-
gole di produzione P si distinguono le seguenti classi di grammatiche:

Tipo 0 nessuna limitazione: @ — [ dove a € (X U V)™ contiene
almeno un non terminale e g € (X U V)*;
Tipo 1 dipendente da contesto (o context-sensitive) con produzioni
1. yAz — ywzcon A€V, y,ze(XUV)*ewe (XUV)T;
2. S — X purché S non compaia a destra di alcuna produzione;
Tipo 2 libera da contesto (o context-free) con produzioni
v— w,v EeV;
Tipo 3 lineare destra con produzioni
1. A—bCconA,CeV, beX
2. A—dconAeV, de XU{\}.

| linguaggi generati dalle grammatiche ne mutuano i tipi.



Esempi

0. a forma di frase
e (X,VU{A B},S,PU{AB — BA})

1. dipendenti da contesto

e linguaggi monotoni

2. liberi

e linguaggio delle parentesi ben formate, linguaggio dei numeri
interi relativi, linguaggio delle stringhe con un numero uguale di
Oel

e linguaggi L; = {a™b"|n > 0} € Ly = {a*b"c?*|n, k > 0}

e Mmolti linguaggi di programmazione

3. lineari
e linguaggi finiti
e linguaggio delle stringhe binarie {0, 1}*

e linguaggio delle stringhe su {0, 1} con un numero pari di 1



Teorema della Gerarchia

Dato un alfabeto X
denotate le classi di linguaggi nel seguente modo

L, ={L C X*|L = L(G), G grammatica di tipo i}

risulta:
L3 C Lo C Ly C Ly

Dim.

L3 C Lo Siosserviche L3 C L, per definizione, occorre solo provare
che l'inclusione sia stretta usando un linguaggio separatore
per es. L = {a*b¥|k > 0}

Lo C L1 Siosserviche £, C £ data la forma delle produzioni, tranne
nel caso di A-produzioni del tipo: A — A con A # S.
In tal caso, se A € nel linguaggio considerato,
per il lemma della stringa vuota esiste una grammatica equivalente
che fa produrre X direttamente da S.
Altrimenti basta eliminare le A-produzioni.
Infine si pud usare come linguaggio separatore L = {a*b*c*|k > 0}

L1 C Ly Per definizione £; C L.
Data una qualunque grammatica di tipo 1 G = (X, V, S, P), si con-
sideri allora la grammatica (X,V U {A,B},S,P U {AB — BA})
che genera un linguaggio separatore di tipo O.



Operazioni sui Linguaggi

Dati due linguaggi L e L’ definiti sullo stesso alfabeto X:

unione
Lull={we X*lwe LVwe L'}

prodotto
L-I'={w=w -wy € X*wy € LANwy € L'}

iterazione
L* ={w=wwsy...w, € X*|VnVi: w; € L, 0 <i<n}

complemento
L={weX*w¢L}

Intersezione
LNl ={we X*lwe LANwe L'}

potenza

LY k=0
LF=1. 1 k>0

chiusura transitiva
Lt =UpoL®  (quindi L* = L° U LT = {A} U L)



Proprieta delle Operazioni sui Linguaggi

Dati i linguaggi L, L', L"”
definiti sullo stesso alfabeto X:

1.(L-L")-L"=L-(L"-L") proprieta associativa
2.L- L 7§ L' L non commutativita
3. L- {)\} — {)\} L =1L elemento neutro

Quindi anche (p(X*),-) € un monoide.

4. [, - @ = @ L= @ elemento assorbente

5.3e A e L: L'CL-L
L'CL-L
6.Se A e L. LCL-L

LCL-L



Esempi

Dati i linguaggi L, = {a*"|n > 0} € Ly = {b, cc}
o [ - Ly={b,cc,aab, aacc, aaaab, aaaacc, . ..}
o [y Ly ={b,cc, baa, ccaa,baaaa, ccaaaa, . ..}

e verificata quindi la proprieta 5)

mentre non vale la 6).

Inoltre:
o [1ULy=1LyULy={\b,cc,aa,aqaa,aaaaaaq, ...}
e L7 ={\ aa,aaaqa,acaaaa,aaaaaaaa, . ..}
o L3 ={\Db,cc,bb,bce, ccb, bbb, ccee, . . .}

o 1= ()
Ly = {b,cc}
L3 = {bb, bee, cch, ceecl . . .

o L7 ={b,cc,bb,bce, cch, bbb, cccc, . . .}



Chiusura rispetto alle Operazioni

Sia £ una classe di linguaggi su X.

e Operazione unaria A:
p(X7) — p(X7)
L— A(L)
L e chiusa rispetto a A sse
VLeL: AN(L)eL
e Operazione binaria LI
p(X7) X p(X7) — p(X7)
(Ly, Lo) — O(Lq, Lo)
L e chiusa rispetto a [] sse

\V/Ll,LQ c L: . D(Ll,Lg) c E



Schema di dimostrazione

Dati i linguaggi L, e L, generati da

G, = (X, V1,51, P) e Gy = (X, V5,5, P,)
assumiamo che: ViNnl, e S VinNl,

allora lo schema di dimostrazione e il seguente:

e considerare una operazione []
e costruire GG date GGy e Gs;

e dimostrare che se G; e GG, sono di tipo ¢
allora anche G e di tipo 1;

e dimostrare che L(G) = (L4, L)
quindi £ e chiusa rispetto all'operazione [

Analogamente per le operazioni unarie:
e Considerata (G costruire una grammatica G’;

e Dimostrare che se G e di tipo i
allora anche G’ e di tipo i;

e dimostrare che L(G') = A(L(G))
quindi £ e chiusa rispetto all'operazione A



Teorema di Chiusura rispetto all’'Unione

Le classi dei linguaggi £;, ©: =0,1,2,3
sono chiuse rispetto all’'unione.

Dim.

SiaG = (X,V,S, P) ove:

S¢E ViUl

VinVy =10

V=ViuWuU{s}

P = {S — Sl‘SQ} UP1 UP2

Questo vale per £;, : = 0,1, 2.

Nel caso di L5

consideriamo la grammatica lineare
G=(X,V,S, P)ove:

P={S— w|S — we P }U
U {5 — w|S; — w € P}U
U PUP,



Esempio

Date le grammatiche
Gicon P, ={S; — aA,A—b}e

Gy con P, = {S; — cC,C — b}.

Siosserviche VinV, =0, X = {a,b,c}

Si consideri G = (X, V; UV, U{S}, S, P)
P={S —aAS — cC,

S1 — aA, A —b,
Sy — cC,C' — b}

E’ facile vedere che
L(G) = L(G1) U L(G2) = {ab, cb}
Si osservi che le produzioni
S| —aAde Sy — cC
diventano inutili e possono essere eliminate:
G = (X,
ViuV, U{S},

S,
{S—aA|cC,A—b,C — b})



Teorema di Chiusura rispetto al Prodotto

Le classi dei linguaggi £;, + = 0, 1, 2, 3 sono chiuse rispetto
al prodotto.

Dim. SiaG = (X, V, S, P) ove:

P={S— 51-5}UP UP,.

Se G1,Gysono ditipoi =0,1,2 anche G e di tipo i
Tuttavia questo funziona solo per £, (linguaggi liberi)
per i problemi di interferenza dei contesti:

Es.

Gicon P ={S, — b} e

Gy con P, = {bS; — bb}

per cui

L(Gy) = {b} e L(G3) = 0 e quindi

Se fosse

P:{S—>SlsQ}UP1UP2:
:{S—>31‘SQ, Sl —>b, bSQ—>bb}

allora S =— 5,55 = bS, =— bb
quindi S = bb cioé bb € L(G) # 0




Teorema di Chiusura rispetto al Prodotto (Il)

Per tenere distinte le derivazioni considero nuovi non ter-
minali disgiunti:

X' ={2|lr e X} e

X" ={2"|x € X} tali che:

oV NX =1
.‘/QHX//:(D
e X'NX"=10

Quindi si trasformano le produzioni in P, e P, sostituendo
ogni terminale = con un nuovo non terminale 2/, risp. x”;
Infine si aggiungono le produzioni dei terminali x; dai nuovi
non terminali 7, risp. x;:
P ={S — 515 }U
UP 2 [z] U Pyla" [x]U
U{r’ — z|z € X} U {2" — x|z € X}

Es. precedente

P = {S E— Sl : SQ, Sl — b/, b”SQ — b//b//,
b — b, 0" — b}

Allora S #£= bb essendo: S = 5,5, = V' S,.

Nessuna derivazione di stringhe di terminali e possibile.
Quindi ora L(G) = 0.




Teorema di Chiusura rispetto al Prodotto (lll)

Nel caso della classe Ls,

non potendo usare produzioni S — 51.55,

si sfrutta il fatto che l'unico (al pit) simbolo non terminale
compare come simbolo piu a destra in una produzione

Percio si sostituisce ogni produzione A — bin G in modo
da far cominciare la derivazione da 55:

G = (X, V\{S}, S, P)con

P={A— bB|A— bB € P }U
U{A — bS3|A — b€ P,b# \}U
U{A — b5|A — bB € P,B— A€ P }U
U{S1 — w|S — w € P,5] — A € P }U
U Py



Teorema di Chiusura rispetto all’'lterazione

Le classi dei linguaggi £;, : =0,1,2,3
sono chiuse rispetto all’iterazione.

Dim.
Considerata GG; sia G = (X, V; U{S}, S, P) dove:

P={S—\S— S5StUP

Si osservi che questo metodo vale per la classe £,

1. perleclassi £y e £
si ripresenta il problema dell'interferenza del contesto

2. le nuove produzioni hon possono essere usate per la
classe L3



Teorema di Chiusura rispetto all’lterazione ()

Per risolvere il caso 1.:

e Si eliminano le produzioni S; — A
(per il Lemma della stringa vuota)

e Si considerano gli insiemi

X ={2d|lr e Xj}te X"={a"z € X1}

conVinX' =0,VinX'=0eX' NnX"=10
e costruendo due copie di GG;

G, =X,V UX'U{S1},51,P) e

Gl = (X, ViU X"U{S3}, 5, P/

con ins. di produzioni

P = P2/ /z] e P! = Pi[2" /x]

e S| ottiene
G={X,MuX' UX"u{s,,5], 5,95, 5} S, P)

dove P = {5 — A|S]]S5,
S1 — S1[5153,
Sy — S5]S257 U
UP U P/'U
U{x — z|lr € X} U {2" — z|z € X}



Teorema di Chiusura rispetto all’'lterazione (ll)

Per risolvere il caso 2. si costruisce G = {X,V,U{S}, S, P)
dove:

e Siintroduce la produzione S — A
eliminando I'eventuale S; — \ € P;

e a P siaggiunge S — w perogni S; — w € P,

e se nell’insieme in P costruzione, esiste una produzione
A—bouna A — 0B
(Qquando B — \ € P),
allora si aggiunge a P anche A — bS

e oftenendo (in forma ricorsiva):

P ={S— AU (P \ {5 — A}U
U{S — w|S; — w € P }U
U{A — bS|A —be PAb# A\}U
U{A — bS|[A—bBe PANB— \€ P}



Altri Teoremi di Chiusura

1. Laclasse dei linguaggi lineari destri L5 e chiusa rispetto
al complemento e all’intersezione.

2. La classe dei linguaggi non contestuali £, non e chiusa
rispetto al complemento e all’'intersezione.

3. La classe dei linguaggi contestuali £; e chiusa rispetto
al complemento e all'intersezione.

4. La classe dei linguaggi £, non e chiusa rispetto al com-
plemento.

Dim.

Si sfrutta la legge di De Morgan:

IiNLy=1L,ULy

Per la 2. si considerino I linguaggi
Ly ={a™"c™|n,m >0} e Ly = {a™b"c"|n,m > 0}
la cui intersezione e

L1 M L2 — {a”b”cn|n > O}



Operatore di Riflessione

e Data una parola w = x1xs - - - T,
conzy, € X Vi=1,....n
dicesi stringa riflessa (o riflessione) di w
la stringa w* = z, 2,1 - - - 71

e Questo definisce un operazione unaria
(.)R .X* X*

e Un palindromo e una parola w € X* tale che:

w =w

Teorema.

Sia w una stringa su X.

Allora w € palindroma sse w = aza®
conx € X U{\}

Teorema.
La classe dei linguaggi £
e chiusa rispetto a riflessione.



Esercizi

(da risolvere tramite le proprieta di chiusura)

1. Dimostrare che L = {a"0"c¢™|n,m > 0} € non contes-
tuale (libero)

2. Dati Ly = {a"0"|n >0} e Ly = {a}* - {bb}",
dimostrare che L. = L; N L, € non contestuale

3. Utilizzare la proprieta di chiusura di £, rispetto a U
per dimostrare che | seguenti linguaggi sono liberti:

@) L = {abili #j, i,j > 0}
(b) L = {w € {a,b}*|w = w'}
(©) L ={a,b}" \ {a't'|i = 0}

4. Dimostrare che L = {a"b™|n # m, n,m > 0}
non e lineare destro



Esercizio Dimostrare che L = {a"b"c¢™|n,m > 0} é libero
e trovare una grammatica che lo generi

L puo essere scritto come prodotto di linguaggi:

Ly ={a™" | n > 0} & un linguaggio libero e

Ly ={c™ | m >0} ={c}t = {c}*\ {)\}, linguaggio lineare
(e quindi anche libero L3 C L,)

L = L, - L, deve essere libero per la chiusura

G, = (Xy,V1, 51, Pp) con

e X; ={a,b} Vi =451}

e P, ={S] — aSib, S; — ab}
Gy = (Xa, V5,53, Py) con

e X5 ={c} Vo = {5y}

o P, ={S; — ¢S, Sy — ¢}

Quindi: G = (X, V., S, P)
X:X1UX2:{a,b,C} V:%ﬂ‘/QU{S}:{S,Sl,SQ}

P={S— S15}UPUP, =
={5 — 515 }U
U{S1 — aSib, S — ab}U
U{Sy — ¢S, Sy — c}U



